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Capitolo 2
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Esercizi
1) Calcolare
lim
x→0

1
(cos x − 1)(4+ x2) +
1
2x sin x + x4

.
2) Calcolare
lim
x→0+
p
e2x2 − 2x4+ 2x6 − e x log

e − 1
e
x2

x log(1+ 3x4)
.
3) Calcolare
lim
x→0
exp(2cos x − x2)− e2+ 2e2x2
cos(2x)− exp(−2x2) .
4) Calcolare
lim
x→0+
x3cosh x + x3cos x − 2x3
sin(2x4)
 
(cosh x)3x − (cos x)3x log(7x) .
5) Calcolare
lim
x→0+
x1−cos(3x)− xcosh(3x)−1
x x2 sin2 x cos x log x
.
6) Calcolare
lim
x→1/2
 
cos(pix)+ sin(pix)

log
 
sin(pix)
 
x2 − 1
4
2
exp

cos

1
2
− x

+ 1

+
1
2
e2 log

x2 − x + 5
4

− e2
.
7) Calcolare i seguenti limiti:
a. lim
x→0
sin(2x)− tan(2x + x3)
x(1− cos2 x)
b. lim
x→0
log(1+ x2)− sin2 x
(1− cos x + x4)2
c. lim
x→0
(1+ x)11 − (1+ x + x2)11
e x8 − 1
d. lim
x→0
(e x + x)1/x
e. lim
x→0
 
cos(2x)+ cosh(2x)− 2 tan(x + 3)
sin2(3x)− 9x2
f. lim
x→+∞
3
p
x3+ 3x2 −px2+ 3xp
x4+ x2 −px4+ 1
g. lim
x→0
p
4+ x2 − 3p8+ 3x2
x sin(2x)+ cos(2x + 2x2)− exp(3x4)
h. lim
x→0+
p
e x + x − cosh p2x 
exp
 p
1+ 2x
− ep1+ 2x
i. lim
x→0
x2
 
e−2x
2 − (1+ 4x2)−1/2
sin x sinh x − x2
j. lim
x→0+
 
sinh2(2x)− sin2(2x)cos(2x)
p
x2+ 7x5−px2+ 8x5
k. lim
x→0
sin(x − sin x)
sinh(x − sinh x)
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l. lim
x→0
2exp(cos x)+ e log(1+ x2)− 2e 
exp(cos2 x)− e2
m. lim
x→0

sin(4x)
1− cos(4x) −
cos(3x)
sin(2x)

n. lim
x→0
exp(3cos x)+ exp(3cosh x)− 2e3 
cos(3x)cosh(3x)− 1 cos(e x )− 1
o. lim
x→0+
 
exp
 p
x2+ 5x3
−e x sin(2x2) 
cos
 p
4x
− e−2x2
p. lim
x→0+
p
x2+ 2x3 − 3px3+ 3x4p
x2 − 4x4 − cos(3x2)
q. lim
x→0
sinh(e2x − 1)− sin(e2x − 1)
cos(6x) log(1+ 2x)
 p
1− x2 − 1
r. lim
x→1
2
pi2
log
 −cos(pix)+ log2 x + log3 x
exp
 
sin(pix)
− exp pi(1− x)
s. lim
x→1
exp

3cos
pix
2

+
3
2
pi log x − sin pix
2
sin x log x
 
arctan(1− x)+ x − 1
t. lim
x→0
 
e−3x
2 − (1+ 6x2)−1/2 1− cosh(2x) 
sin x sinh x − x2 1+ cosh(2x)
u. lim
x→0
3exp(sinh x)− 3exp(sin x)− x3
cos x log(1+ x2) x x log(1− x2)
v. lim
x→0+

arctan
 p
3x
−p3x − 6x2px
(cosh x)x − (cos x)x
w. lim
x→0+
(e x)x − x x − xp1+ x − x2 log x
log x log(1+ x) log(x2) log(1+ x2)
8) Calcolare
lim
x→+∞
log
x3+ 4
x3+ 2
log
4x3+ 1
2x3+ 1
p
x2+ 3−px2+ 2− 1
2x
.
9) Calcolare
lim
x→+∞
3
p
x3+ 9x2 − x − 3
log
 
3cosh(5x)

log

3+ x
x

− 3
x + 5
 .
10) Calcolare
lim
x→+∞
(x + 3)3/2− x3/2 − 9
2
(x + 3)1/2
pi
2
− arctan px + 1 .
11) Calcolare
lim
x→+∞
sinh(4x)

log
 
sinh(2x)

+ log 2− 2x
 
3
p
x3+ 3x2 − 2px2+ 3x
arctan(2x) log

cos
1
x
 p
x4+ x2 −px2+ 4 .
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12) Calcolare i seguenti limiti:
a. lim
x→+∞
x
s
4+
5
x
− 2cos 1
x

b. lim
x→+∞
x
 p
x6+ 4x4 − 3
p
x9+ 6x7

c. lim
x→+∞
2(x + 3)3/2 − 2x3/2− 9(x + 3)1/2
sin
 
(x + 2)−1/2

d. lim
x→+∞
p
x3+ 2x −px3+ 5
e x
 
exp(x + 3e−x)− exp(x)− 3
e. lim
x→+∞
 p
x2+ 6x − 4− xe3/x log(1+ e2x )
f. lim
x→+∞
x4

log

cos
3
x

− cos 3
x
+ 1

g. lim
x→+∞

2x(x − 2)− x3 log

1+ sin
2
x

h. lim
x→+∞
log
3
x − 3 log
x + 3
x − 3 log
2x + 3
x − 3p
x2+ 8x − log x − xe4/x
i. lim
x→+∞

x2 exp
 x + 3
x2 − 4

− x2 − x

j. lim
x→+∞
x2 log

5+ x2
3+ x2

− 2
exp

sin
5
x

− 1− 5
x
k. lim
x→+∞
x4

exp
 2x2
2x2+ 1

− exp

cos
1
x

l. lim
x→+∞
x4

exp
 3x2
x2+ 4

− e3+ 12e
3
x2

m. lim
x→+∞
exp

5x cos
4
x

− 2sinh(5x)p
x6+ 6x4 − x3 exp

3
x2

e5x
n. lim
x→+∞
x log
 
e x
2
+ e3x
 1
x + 2
− 1p
x2+ 4x

o. lim
x→−∞

log(e
x2 + x)
x − 1 −
exp

2 log x +
2
x

x + 2


p. lim
x→+∞
x
 p
x3+ 2x −px3+ 5  sin 1p
x
e x
 
exp(x + 3e−x)− e x − 3
13) Determinare a ∈R∗ e b ∈R tali che
p
e2x2 − 2x4+ 2x6 − e x log

e − 1
e
x2

∼ ax b , x → 0+ .
14) Determinare a ∈R∗ e b ∈R tali che
exp(2cos x − x2)− e2+ 2e2x2 ∼ ax b , x → 0+ .
15) Determinare a ∈R∗ e b ∈R tali che
sin
 
2
p
x2+ 3x3
− 2x cosh p3x ∼ ax b , x → 0+ .
16) Determinare a ∈ R∗ e b ∈ R tali che f (x) ∼ ax b per x → 0+ per ciascuna delle
seguenti funzioni:
a. f (x) = sin(x − sin x) b. f (x) = exp(cos x)+ e
2
log(1+ x2)− e
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c. f (x) = sin
 p
x + 2x2
−px
d. f (x) = sinh2(6x)+ 2cos(6x)− 2
e. f (x) = log
 
1+ 2
p
x2 − 4x3 − sinh(2x)
f. f (x) = exp
 p
x + 2x2
−px −p1+ x
g. f (x) =
p
1+ 4e−2x −
p
6− e8x
h. f (x) = log
 
cosh(4x)
− 8x2
i. f (x) = 2 log
 
3cos(2x)
− log9+ 4x2
j. f (x) = exp(2+ 3x)− exp p4+ 12x 
17) Determinare a ∈ R∗ e b ∈ R tali che f (x) ∼ ax b per x →+∞ per ciascuna delle
seguenti funzioni:
a. f (x) = 2x(x − 2)− x3 log

1+ sin
2
x

b. f (x) = log
 
e x
2
+ 2x
− x2 cosh 2
x
c. f (x) = log
 
sinh(2x)
− 2x
d. f (x) =
exp

x + 3
x2 − 4

− 1
p
x4+ 4x3 − x − x2
e. f (x) =
1
x2+ 2
− 1p
x4+ 4x2
f. f (x) = x9 exp

x4+ 4
x4+ 2

− e
p
x18+ 1
g. f (x) =
p
x6+ 2x4 − 3
p
x9+ 3x7
h. f (x) = sin
2
x
− 2sin 1
x
+ log

x3+ 2
x3+ 1

18) Determinare a, b ∈R tali che f (x) = ax + b + o(1) per x →+∞ con
f (x) = x
p
x + 4 sin
3p
x
.
19) Determinare a, b ∈R tali che f (x) = ax + b + o(1) per x →−∞ con
f (x) =
(x + 3)(x2+ 4)
x
p
x2+ 4x − 8
.
20) Per ciascuna delle seguenti funzioni determinare a, b ∈R tali che f (x) = ax+ b+o(1)
per x che tende al punto indicato:
a. f (x) =
x
p
x2 − 4x + x
x + 3
, +∞
b. f (x) =
x
p
x2 − 4x + x
x + 3
, −∞
c. f (x) = x exp

x
x − 1

, +∞
d. f (x) =
p
x2+ 2x e5/x , +∞
e. f (x) =
p
x2+ 2x e5/x , −∞
f. f (x) =
x2+ 4xp
x2+ 2x
, +∞
g. f (x) =
x3+
p
x6 − 6x5
x2 − 2x , +∞
h. f (x) =
x3+
p
x6 − 6x5
x2 − 2x , −∞
i. f (x) = x
p
x2 − 4x (e3/x − 1) , +∞
j. f (x) = x
p
x2 − 4x (e3/x − 1) , −∞
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Soluzioni e risultati
1) La funzione di cui cerchiamo il limite è somma di due funzioni, ciascuna delle qua-
li ha numeratore 1 e denominatore che tende a 0 . Per stabilire il limite di ciascun ad-
dendo occorre studiare il segno dei denominatori in un intorno di 0 . Evidentemente, se
x ∈ ]−2pi, 2pi[ \ {0} , si ha cos x−1< 0 e 4+x2 > 0 , perciò (cos x − 1)(4+ x2)< 0 e dunque
lim
x→0
1
(cos x − 1)(4+ x2) =−∞ ;
inoltre (anche in questo caso per x in un opportuno intorno di 0 , ma diverso da 0 ) si ha
2x sin x + x4 > 0 , quindi
lim
x→0
1
2x sin x + x4
=+∞ ;
perciò il limite è nella forma indeterminata −∞+∞ .
Studiamo il comportamento per x → 0 dei denominatori. Si ha.
(cos x − 1)(4+ x2) =

− 1
2
x2+
1
24
x4+O
 
x6

(4+ x2) =
=−2x2+ 1
6
x4+O
 
x6
− 1
2
x4+
1
24
x6+O
 
x8

=−2x2 − 1
3
x4+O
 
x6

e
2x sin x + x4 = 2x

x − 1
6
x3+O
 
x5

+ x4 = 2x2+
2
3
x4+O
 
x6

.
Perciò
1
(cos x − 1)(4+ x2) +
1
2x sin x + x4
=
1
−2x2 − 1
3
x4+O(x6)
+
1
2x2+
2
3
x4+O(x6)
=
=
2x2+
2
3
x4+O
 
x6
− 2x2 − 1
3
x4+O
 
x6


−2x2 − 1
3
x4+O(x6)

2x2+
2
3
x4+O(x6)
 =
=
1
3
x4+O
 
x6


−2x2 − 1
3
x4+O(x6)

2x2+
2
3
x4+O(x6)
 ∼
1
3
x4
−4x4 =−
1
12
.
Quindi il limite cercato è uguale a −1/12 .
2) Si verifica facilmente che il limite è nella forma indeterminata 0/0 .
Poiché log(1 + y) ∼ y , per y → 0 , il denominatore è asintoticamente equivalente a
x · 3x4 = 3x5 .
Studiamo ora il numeratore, ricordando che, poiché il denominatore è asintoticamente
equivalente a 3x5 , tutti gli addendi trascurabili rispetto a x5 sono inininfluenti.
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Per il calcolo del limite possiamo supporre x > 0 ; quindi, raccogliendo il termine con
esponente più basso sotto radice, si ha
p
e2x2 − 2x4+ 2x6 =
√√√
e2x2

1− 2
e2
x2+
2
e2
x4

= e x
s
1− 2
e2
x2+
2
e2
x4 .
Poiché lim
x→0+

− (2/e2)x2+ (2/e2)x4

= 0 si ha
p
e2x2 − 2x4+ 2x6 =
= e x

1+
1
2

− 2
e2
x2+
2
e2
x4

− 1
8

− 2
e2
x2+
2
e2
x4
2
+O

− 2
e2
x2+
2
e2
x4
3
.
Poiché −(2/e2)x2+ (2/e2)x4 ∼−(2/e2)x2 si ha
O

− 2
e2
x2+
2
e2
x4
3
=O

− 2
e2
x2
3
=O
 
x6

;
pertanto
p
e2x2 − 2x4+ 2x6 =
= e x

1− 1
e2
x2+
1
e2
x4 − 1
2e4
x4+
1
e4
x6 − 1
2e4
x8+O
 
x6

=
= e x

1− 1
e2
x2+
1
e2
x4 − 1
2e4
x4+O
 
x6

= e x − 1
e
x3+
2e2 − 1
2e3
x5+O
 
x7

.
Inoltre si ha
log

e − 1
e
x2

= log

e

1− 1
e2
x2

= log e + log

1− 1
e2
x2

=
= 1− 1
e2
x2 − 1
2

− 1
e2
x2
2
+O

− 1
e2
x2
3
= 1− 1
e2
x2 − 1
2e4
x4+O
 
x6

.
Quindi si ha
p
e2x2 − 2x4+ 2x6 − e x log

e − 1
e
x2

=
= e x − 1
e
x3+
2e2 − 1
2e3
x5+O
 
x7
− e x1− 1
e2
x2 − 1
2e4
x4+O
 
x6

=
=
1
e
x5+O
 
x7
∼ 1
e
x5 .
Perciò, per x → 0+ ,
p
e2x2 − 2x4+ 2x6 − e x log

e − 1
e
x2

x log(1+ 3x4)
∼
1
e
x5
3x5
=
1
3e
;
quindi il limite cercato è uguale a 1/3e .
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3) Il limite è nella forma indeterminata 0/0 .
Studiamo il denominatore. Si ha, per x → 0 ,
cos(2x)− exp(−2x2) =
= 1− 1
2
(2x)2+
1
24
(2x)4+O
 
(2x)6
−1− 2x2+ 1
2
(−2x2)2+O (−2x2)3=
= 1− 2x2+ 2
3
x4+O
 
x6
−  1− 2x2+ 2x4+O x6∼− 4
3
x4 .
Studiamo ora il numeratore. Si ha, per x → 0 ,
2cos x − x2 = 2

1− 1
2
x2+
1
24
x4+O
 
x6
− x2 = 2− 2x2+ 1
12
x4+O
 
x6

;
perciò
exp(2cos x − x2) = exp

2− 2x2+ 1
12
x4+O
 
x6

.
L’esponente tende a 2 per x → 0 , quindi è utile scomporre l’esponenziale nel prodotto di
due esponenziali, il primo con esponente 2 , il secondo con esponente che tende a 0 , cioè
exp(2cos x − x2) = e2 exp

−2x2+ 1
12
x4+O
 
x6

.
Inoltre
exp

−2x2+ 1
12
x4+O
 
x6

=
= 1+

−2x2+ 1
12
x4+O
 
x6

+
1
2

−2x2+ 1
12
x4+O
 
x6
2
+
+O

−2x2+ 1
12
x4+O
 
x6
3
.
Il quadrato di −2x2+ (1/12)x4+O x6 è la somma dei quadrati di ciascuno dei tre addendi
con i tre possibili doppi prodotti; si verifica facilmente che ciascuno di questi addendi, tranne
(−2x2)2 , è O x6 , pertanto

−2x2+ 1
12
x4+O
 
x6
2
= 4x4+O
 
x6

.
Poiché
−2x2+ 1
12
x4+O
 
x6
∼−2x2 ,
si ha
O

−2x2+ 1
12
x4+O
 
x6
3
=O
 
(−2x2)3=O x6 .
Quindi
exp

−2x2+ 1
12
x4+O
 
x6

= 1− 2x2+ 1
12
x4+ 2x4+O
 
x6

= 1− 2x2+ 25
12
x4+O
 
x6

,
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pertanto
exp(2cos x − x2)− e2+ 2e2x2 = e2

1− 2x2+ 25
12
x4+O
 
x6
− e2+ 2e2x2 ∼ 25e2
12
x4 .
Quindi per x → 0 si ha
exp(2cos x − x2)− e2+ 2e2x2
cos(2x)− e−2x2 ∼
25e2
12
x4
− 4
3
x4
=− 25e
2
16
;
pertanto il limite cercato è uguale a −25e2/16 .
4) Esaminiamo anzitutto il comportamento dei tre fattori a denominatore per x → 0+ .
Si ha
sin(2x4) = 2x4+O
 
x12
∼ 2x4 .
Inoltre
(cosh x)3x − (cos x)3x = exp 3x log(cosh x)− exp 3x log(cos x) .
Per semplificare i conti è utile raccogliere uno dei due esponenziali, in modo da ottenere il
prodotto di un esponenziale con la differenza tra un esponenziale e 1 ; si ha
(cosh x)3x − (cos x)3x = exp 3x log(cos x)exp 3x log(cosh x)− 3x log(cos x)− 1 .
Poiché lim
x→0+
3x log(cos x) = 0 si ha lim
x→0+
exp
 
3x log(cos x)

= e0 = 1 . Inoltre, poiché per
y → 0 si ha e y − 1∼ y , e 3x log(cosh x)− 3x log(cos x)→ 0 , risulta
exp
 
3x log(cosh x)− 3x log(cos x)− 1∼ 3x log(cosh x)− 3x log(cos x) .
Perciò
(cosh x)3x − (cos x)3x ∼ 3x log(cosh x)− 3x log(cos x) .
Inoltre
3x log(cosh x)− 3x log(cos x) = 3x log(cosh x)− log(cos x)=
= 3x

log

1+
1
2
x2+O
 
x4
− log1− 1
2
x2+O
 
x4

=
= 3x

1
2
x2+O
 
x4

+O
1
2
x2
2
−

− 1
2
x2+O
 
x4

+O
1
2
x2
2
=
= 3x
 
x2+O
 
x4

= 3x3+O
 
x5
∼ 3x3 .
Perciò
(cosh x)3x − (cos x)3x ∼ 3x3 .
Infine
log(7x) = log x + log 7∼ log x ,
perché lim
x→0+
log x =−∞ mentre log 7 è costante.
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Quindi il denominatore, per x → 0+ , è asintoticamente equivalente a 2x43x3 log x cioè
a 6x7 log x .
Studiamo ora il numeratore. Viste le informazioni che abbiamo sul denominatore, i
termini che sono o
 
x7 log x

non hanno influenza sul risultato.
Si ha
x3cosh x = exp(3cosh x log x) = exp

3

1+
1
2
x2+
1
24
x4+O
 
x6

log x

=
= exp(3 log x)exp

3
2
x2 log x +
1
8
x4 log x +O
 
x6 log x

=
= x3

1+

3
2
x2 log x +
1
8
x4 log x +O
 
x6 log x

+
+
1
2

3
2
x2 log x +
1
8
x4 log x +O
 
x6 log x
2
+O
 
x2 log x
3
=
= x3

1+
3
2
x2 log x +
1
8
x4 log x +
9
8
x4 log2 x +O
 
x6 log3 x

=
= x3+
3
2
x5 log x +
9
8
x7 log2 x +
1
8
x7 log x +O
 
x9 log3 x

.
In modo analogo
x3cos x = exp(3cos x log x) = exp

3

1− 1
2
x2+
1
24
x4+O
 
x6

log x

=
= exp

3 log x − 3
2
x2 log x +
1
8
x4 log x +O
 
x6 log x

=
= exp(3 log x)exp

− 3
2
x2 log x +
1
8
x4 log x +O
 
x6 log x

=
= x3

1+

− 3
2
x2 log x +
1
8
x4 log x +O
 
x6 log x

+
+
1
2

− 3
2
x2 log x +
1
8
x4 log x +O
 
x6 log x
2
+O
 
(x2 log x)3

=
= x3

1− 3
2
x2 log x +
1
8
x4 log x +
9
8
x4 log2 x +O
 
x6 log3 x

=
= x3 − 3
2
x5 log x +
9
8
x7 log2 x +
1
8
x7 log x +O
 
x9 log3 x

.
Quindi
x3cosh x + x3cos x − 2x3 = x3+ 3
2
x5 log x +
9
8
x7 log2 x +
1
8
x7 log x +O
 
x9 log3 x

+
+ x3 − 3
2
x5 log x +
9
8
x7 log2 x +
1
8
x7 log x +O
 
x9 log3 x
− 2x3 =
=
9
4
x7 log2 x +
1
4
x7 log x +O
 
x9 log3 x

;
ciascuno degli ultimi due addendi è trascurabile rispetto al primo, pertanto il numeratore è
asintoticamente equivalente a (9/4)x7 log2 x .
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Il limite è quindi uguale a
lim
x→0+
9
4
x7 log2 x
6x7 log x
= lim
x→0+
3
8
log x =−∞ .
5) Esaminiamo anzitutto il comportamento, per x → 0+ , dei fattori del denominatore della
frazione di cui vogliamo calcolare il limite. Si ha x x
2
= exp(x2 log x) e lim
x→0+
x2 log x = 0 ,
quindi lim
x→0+
x x
2
= e0 = 1 . Inoltre sin2 x ∼ x2 e lim
x→0+
cos x = 1 . Perciò il denominatore è
asintoticamente equivalente x4 log2 x e quindi tende a 0 .
Studiamo ora il numeratore. Si ha x1−cos(3x) = exp
  
1− cos(3x) log x e
 
1− cos(3x) log x = 1−1− 1
2
(3x)2+O
 
x4

log x ∼ 9
2
x2 log x −−→
x→0+
0 ,
quindi lim
x→0+
x1−cos(3x) = e0 = 1 . Analogamente xcosh(3x)−1 = exp
  
cosh(3x)− 1 log x e
 
cosh(3x)− 1 log x = 1+ 1
2
(3x)2+O
 
x4
− 1 log x ∼ 9
2
x2 log x −−→
x→0+
0 ,
quindi lim
x→0+
xcosh(3x)−1 = e0 = 1 . Perciò il limite del numeratore è uguale a 0 .
Il limite è quindi in forma indeterminata. Per calcolarlo studiamo il numeratore. Esso
è differenza di due esponenziali, per semplificare i calcoli è utile scriverlo sotto forma di
prodotto, raccogliendo uno dei due addendi. Si ha
x1−cos(3x)− xcosh(3x)−1 = exp  1− cos(3x) log x− exp  cosh(3x)− 1 log x=
= exp
  
cosh(3x)− 1 log xexp  2− cos(3x)− cosh(3x) log x− 1 .
Poiché sappiamo che
lim
x→0+
 
cosh(3x)− 1= lim
x→0+
 
1− cos(3x)= 0
risulta
x1−cos(3x)− xcosh(3x)−1 ∼ 2− cos(3x)− cosh(3x) =
=

2−

1− 1
2
(3x)2+O
 
x4
−1+ 1
2
(3x)2+O
 
x4

log x =O
 
x4 log x

.
Quindi
x1−cos(3x)− xcosh(3x)−1
x x2 sin2 x cos x log x
=
O
 
x4 log x

x4 log2 x
−−→
x→0+
0 .
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6) È facile verificare che il limite è nella forma indeterminata 0/0 .
Trasformiamo il limite in modo che la variabile tenda a 0 . Poniamo quindi y = x−(1/2) ;
per il teorema sul limite di funzione composta si ha
lim
x→1/2
 
cos(pix)+ sin(pix)

log
 
sin(pix)
 
x2 − 1
4
2
exp

cos

1
2
− x

+ 1

+
1
2
e2 log

x2 − x + 5
4

− e2
=
= lim
y→0

cos

piy +
pi
2

+ sin

piy +
pi
2

log

sin

piy +
pi
2
 
y +
1
2
2
− 1
4
2
exp
 
cos(−y)+ 1+ 1
2
e2 log

y +
1
2
2
−

y +
1
2

+
5
4

− e2
=
= lim
y→0
 − sin(piy)+ cos(piy) log cos(piy) y2+ y + 1
4
− 1
4
2
exp(cos y + 1)+
1
2
e2 log

y2+ y +
1
4
− y − 1
2
+
5
4

− e2
=
= lim
y→0
 
cos(piy)− sin(piy) log cos(piy) (y2+ y)2
exp(cos y + 1)+
1
2
e2 log(y2+ 1)− e2
.
Studiamo il comportamento per y → 0 del numeratore che è il prodotto di fattori
abbastanza semplici. Si ha
lim
y→0
(cos(piy)− sin(piy)) = cos 0− sin0= 1 ,
log
 
cos(piy)

= log

1− 1
2
(piy)2+O
 
y4

=− pi
2
2
y2+O
 
y4

+O

− pi
2
2
y2+O
 
y4
2
=
=− pi
2
2
y2+O
 
y4
∼− pi2
2
y2 ,
 
y2+ y
2
= y2+ 2y3+ y4 ∼ y2 .
Perciò si ha
 
cos(piy)− sin(piy) log cos(piy) (y2+ y)2 ∼ 1

− pi
2
2
y2

y2 =− pi
2
2
y4 .
Studiamo ora il comportamento del denominatore per y → 0 . Si ha
exp(cos y + 1) = exp

1− 1
2
y2+
1
24
y4+O
 
y6

+ 1

= e2 exp

− 1
2
y2+
1
24
y4+O
 
y6

=
= e2

1− 1
2
y2+
1
24
y4+O
 
y6

+
1
2

− 1
2
y2+
1
24
y4+O
 
y6
2
+
+O

− 1
2
y2+
1
24
y4+O
 
y6
3
=
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= e2

1− 1
2
y2+
1
24
y4+O
 
y6

+
1
2

1
4
y4+O
 
y6

+O
 
y6

=
= e2

1− 1
2
y2+
1
6
y4+O
 
y6

,
log(y2+ 1) = y2 − 1
2
y4+O
 
y6

.
Quindi
exp(cos y + 1)+
1
2
e2 log(y2+ 1)− e2 =
= e2

1− 1
2
y2+
1
6
y4+O
 
y6

+
1
2
e2

y2 − 1
2
y4+O
 
y6
− e2 =
= e2

1− 1
2
y2+
1
6
y4+O
 
y6

+
1
2
y2 − 1
4
y4 − 1

= e2

− 1
12
y4+O
 
y6
∼− e2
12
y4 .
Perciò il limite cercato è uguale a
lim
y→0
− pi
2
2
y4
− e
2
12
y4
=
− pi
2
2
− e
2
12
=
6pi2
e2
.
7)
a. −5
b. − 2
3
c. −∞
d. e2
e. − 4
81
tan3
f. −1
g. 0
h. − 5
6e
i. 360
j. − 64
3
k. −1
l. − 1
6e
m. 0
n. − 5e
3
27(cos 1− 1)
o.
45
16
p.
1
5
q. − 8
3
.
r. 0
s. +∞
t. −810
u. −1
v.
23
p
3
10
w.
1
4
8) Per x →+∞ l’argomento del primo logaritmo a numeratore tende a 1 , mentre l’argo-
mento del secondo logaritmo tende a 2 , quindi il numeratore ha limite log 1 log 2 = 0 . Il
denominatore è invece in forma indeterminata, perché ciascuna delle due radici tende a +∞ .
Studiamo anzitutto il numeratore. Si ha, per x →+∞ ,
log
x3+ 4
x3+ 2
∼ x
3+ 4
x3+ 2
− 1= 2
x3+ 2
∼ 2x−3 ,
log
4x3+ 1
2x3+ 1
→ log2 ,
quindi il numeratore è asintoticamente equivalente a 2 log2 x−3 .
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Il denominatore, per x →+∞ , è uguale a
|x|
p
1+ 3x−2− |x|
p
1+ 2x−2− 1
2x
=
= x

1+
3
2
x−2 − 9
8
x−4+O
 
x−6
− x 1+ x−2− 1
2
x−4+O
 
x−6
− 1
2
x−1 =
= x +
3
2
x−1 − 9
8
x−3+O
 
x−5
− x − x−1+ 1
2
x−3 − 1
2
x−1 ∼− 5
8
x−3 .
Perciò
log
x3+ 4
x3+ 2
log
4x3+ 1
2x3+ 1
p
x2+ 3−px2+ 2− 1
2x
∼ 2 log 2 x
−3
− 5
8
x−3
=− 16
5
log2 ;
quindi il limite cercato è uguale a −(16/5) log2 .
9) Per x →+∞ si ha
3
p
x3+ 9x2 = x
3
s
1+
9
x
= x

1+
1
3
9
x
− 1
9

9
x
2
+O

1
x3

= x + 3− 9x−1+O x−2 ,
pertanto
3
p
x3+ 9x4 − x − 3= x + 3− 9x−1+O x−2− x − 3∼−9x−1 .
Inoltre
log
 
3cosh(5x)

= log

3
2
 
e5x + e−5x

= log

3
2
e5x
 
1+ e−10x

=
= log
3
2
+ log(e5x )+ log
 
1+ e−10x

= log
3
2
+ 5x + log
 
1+ e−10x
∼ 5x .
Infine
log

3+ x
x

− 3
x + 5
= log

1+
3
x

− 3
x
1
1+
5
x
=
=
3
x
− 1
2
9
x2
+O
 
x−3
− 3
x

1− 5
x
+O
 
x−2

=
3
x
− 9
2
1
x2
+O
 
x−3
− 3
x
+ 15
1
x2
∼ 21
2
x−2 .
Perciò
lim
x→+∞
3
p
x3+ 9x2 − x − 3
log
 
3cosh(5x)

log
3+ x
x

− 3
x + 5
 = lim
x→+∞
−9x−1
5x
21
2
x−2
=− 18
105
=− 6
35
.
10) Per x →+∞ , si ha
pi
2
− arctan px + 1 = arctan 1p
x + 1
∼ 1p
x + 1
∼ 1p
x
.
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Studiamo il numeratore, ricordando che i termini trascurabili rispetto a 1/
p
x sono inin-
fluenti.
(x + 3)3/2 − x3/2− 9
2
(x + 3)1/2 = x3/2

1+
3
x
3/2
− x3/2 − 9
2
x1/2

1+
3
x
1/2
=
= x3/2

1+
3
2
3
x
+
3
8
9
x2
+O
 
x−3
− x3/2− 9
2
x1/2

1+
1
2
3
x
+O
 
x−2

=
= x3/2+
9
2
x1/2+
27
8
x−1/2+O
 
x−3/2
− x3/2− 9
2
x1/2 − 27
4
x−1/2 ∼− 27
8
x−1/2 .
Pertanto
lim
x→+∞
(x + 3)3/2− x3/2 − 9
2
(x + 3)1/2
pi
2
− arctan px + 1  = limx→+∞
− 27
8
x−1/2
x−1/2
=− 27
8
.
11) Studiamo il comportamento di ciascuno dei fattori a numeratore per x →+∞ .
Poiché, per x →+∞ , e4x →+∞ mentre e−4x → 0 , si ha
sinh(4x) =
e4x − e−4x
2
∼ 1
2
e4x .
Analogamente e2x →+∞ e e−2x → 0 , quindi
log
 
sinh(2x)

+ log 2− 2x = log

e2x − e−2x
2

+ log2− 2x =
= log
 
e2x(1− e−4x)− log 2+ log2− 2x = log(e2x )+ log(1− e−4x)− 2x =
= log(1− e−4x)∼−e−4x .
Raccogliendo il termine dominante in ciascuna radice, si ha
3
p
x3+ 3x2 − 2
p
x2+ 3x = 3
p
x3(1+ 3x−1)− 2
p
x2(1+ 3x−1) = x
3
p
1+ 3x−1− x 2
p
1+ 3x−1 =
= x

1+
1
3
3x−1+O
 
x−2
−1+ 1
2
3x−1+O
 
x−2

=
= x

− 1
2
x−1+O
 
x−2

=− 1
2
+O
 
x−1
−−−→
x→+∞
1
2
.
Perciò
sinh(4x)

log
 
sinh(2x)

+ log2− 2x

3
p
x3+ 3x2 − 2
p
x2+ 3x

∼ 1
2
e4x (−e−4x)

− 1
2

=
1
4
.
Studiamo ora il comportamento del denominatore. Anzitutto lim
x→+∞
arctan(2x) =pi/2 .
Per x →+∞ si ha 1/x → 0 , quindi
log

cos
1
x

= log

1− 1
2x2
+O
 
x−4
∼− 1
2x2
+O
 
x−4
∼− 1
2x2
.
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p
x4+ x2 −
p
x2+ 4= x2
p
1+ x−2 − x
p
1+ 4x−2 = x2
p
1+ x−2− x−1
p
1+ 4x−2

∼ x2 .
Quindi si ha
arctan(2x) log

cos
1
x
 p
x4+ x2 −
p
x2+ 4
∼ pi
2

− 1
2x2

x2 =− pi
4
.
Pertanto numeratore e denominatore hanno limite reale, il limite è uguale al quoziente
tra limite del numeratore e limite del denominatore, cioè è uguale a
1
4
− pi
4
=− 1
pi
.
12)
a.
5
4
b. 2
c. − 27
4
d. 0
e. −22
f. − 81
8
g. −∞
h. 12 log2
i.
7
2
j. − 16
25
k.
5e
24
l. 120e3
m.
40
9
n. −2
o. 1
p.
2
9
13) Nell’addendo
p
e2x2 − 2x4+ 2x6 raccogliamo il termine e2x2 , che è quello dominante
per x → 0+ , si ha
p
e2x2 − 2x4+ 2x6 = e |x|
s
1− 2
e2
x2+
2
e2
x4 =
= e x

1+
1
2

− 2
e2
x2+
2
e2
x4

− 1
8

− 2
e2
x2+
2
e2
x4
2
+O

− 2
e2
x2+
2
e2
x4
3
=
= e x

1− 1
e2
x2+
1
e2
x4 − 1
2e4
x4+O
 
x6

= e x − 1
e
x3+
2e2 − 1
2e3
x5+O
 
x7

.
Trasformiamo il termine log
 
e − x2/e in modo che l’argomento del logaritmo tenda
a 1 ; si ha
log

e − 1
e
x2

= log

e

1− 1
e2
x2

= log e + log

1− 1
e2
x2

=
= 1− 1
e2
x2 − 1
2

− 1
e2
x2
2
+O

− 1
e2
x2
2
= 1− 1
e2
x2 − 1
2e4
x4+O
 
x6

.
Quindi si hap
e2x2 − 2x4+ 2x6 − e x log

e − 1
e
x2

=
= e x − 1
e
x3+
2e2 − 1
2e3
x5+O
 
x7
− e x1− 1
e2
x2 − 1
2e4
x4+O
 
x6

=
= e x − 1
e
x3+
2e2 − 1
2e3
x5+O
 
x7
− e x + 1
e
x3+
1
2e3
x5+O
 
x7

=
1
e
x5+O
 
x7
∼ 1
e
x5 .
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Perciò a = 1/e e b = 5 .
14) Studiamo l’esponenziale. Si ha
2cos x − x2 = 2

1− 1
2
x2+
1
24
x4+O
 
x6
− x2 = 2− 2x2+ 1
12
x4+O
 
x6

;
perciò
exp(2cos x − x2) = exp

2− 2x2+ 1
12
x4+O
 
x6

.
L’esponente tende a 2 per x → 0 , quindi è utile scomporre l’esponenziale nel prodotto di
due esponenziali, il primo con esponente 2 , il secondo con esponente che tende a 0 . Si ha
quindi
exp(2cos x − x2) = e2 exp

−2x2+ 1
12
x4+O
 
x6

=
= e2

1− 2x2+ 1
12
x4+O
 
x6

+
1
2

−2x2+ 1
12
x4+O
 
x6
2
+O
 
x6

=
= e2

1− 2x2+ 1
12
x4+ 2x4+O
 
x6

= e2 − 2e2x2+ 25e
2
12
x4+O
 
x6

.
Perciò
exp(2cos x− x2)− e2+2e2x2 = e2−2e2x2+ 25e
2
12
x4+O
 
x6
− e2+2e2x2 = 25e2
12
x4+O
 
x6

.
Quindi a = 25e2/12 e b = 4 .
15) Per x → 0+ si ha
p
x2+ 3x3 = x
p
1+ 3x = x

1+
1
2
3x − 1
8
(3x)2+O
 
x3

= x +
3
2
x2 − 9
8
x3+O
 
x4

.
Pertanto
sin
 
2
p
x2+ 3x3

= sin

2x + 3x2 − 9
4
x3+O
 
x4

=
= 2x + 3x2 − 9
4
x3+O
 
x4
− 1
6

2x + 3x2 − 9
4
x3+O
 
x4
3
+O
 
x5

=
= 2x + 3x2 − 9
4
x3+O
 
x4
− 4
3
x3 = 2x + 3x2 − 43
12
x3+O
 
x4

.
Inoltre
cosh
 p
3x

= 1+
1
2
 p
3x
2
+
1
24
 p
3x
4
+O
 p
3x
6
= 1+
3
2
x +
3
8
x2+O
 
x3

.
Quindi
sin
 
2
p
x2+ 3x3
− 2x cosh p3x =
= 2x + 3x2 − 43
12
x3+O
 
x4
− 2x 1+ 3
2
x +
3
8
x2+O
 
x3

=− 13
3
x3+O
 
x4

.
Pertanto si ha a =−13/3 e b = 3 .
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16)
a. a =
1
6
, b = 3
b. a =− e
12
, b = 4
c. a =
5
6
, b =
3
2
d. a = 540 , b = 4
e. a =−6 , b = 2
f. a =
7
6
, b =
3
2
g. a = 4
p
5 , b = 2
h. a =− 64
3
, b = 4
i. a =− 8
3
, b = 4
j. a =
9
4
e2 , b = 2
17)
a. a =−2 , b = 1
b. a =−2 , b = 0
c. a =− log2 , b = 0
d. a = 1 , b =−2
e. a =−2 , b =−6 .
f. a = 2e , b = 5
g. a =
1
2
, b =−1
h. a =
1
4
, b =−5
18) Per x →+∞ si ha
p
x + 4=
p
x
s
1+
4
x
=
p
x

1+
1
2
4
x
+O
 
x−2

=
p
x + 2
1p
x
+O
 
x−3/2

,
sin
3p
x
=
3p
x
− 1
6

3p
x
3
+O
 
x−5/2

= 3
1p
x
− 9
2
1
x3/2
+O
 
x−5/2

.
Perciò
f (x) = x
p
x + 2
1p
x
+O
 
x−3/2

3
1p
x
− 9
2
1
x3/2
+O
 
x−5/2

=
= x

3− 9
2
1
x
+O
 
x−2

+ 6
1
x

= 3x +
3
2
+O
 
x−1

.
Pertanto a = 3 e b = 3/2 .
19) Per x →−∞ si ha
f (x) =
x3+ 3x2+ 4x + 12
−x2p1+ 4x−1− 8x−2
=− x
3+ 3x2+ 4x + 12
x2
 
1+ 4x−1 − 8x−2−1/2 =
=
 −x − 3+ o(1) 1− 2x−1+ o x−1=−x − 1+ o(1) .
Pertanto si ha a =−1 , b =−1 .
20)
a. a = 1 , b =−4
b. a =−1 , b = 6
c. a = e , b = e
d. a = 1 , b = 6
e. a =−1 , b =−6
f. a = 1 , b = 3
g. a = 2 , b = 1
h. a = 0 , b = 3
i. a = 3 , b =− 3
2
j. a =−3 , b = 3
2
